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Dokumetacja techniczna programu Liebmann - do-
kumety tej serii

. Wyznaczanie rozktadu pola elektrostatycznego w prézni metoda relaksa-

cyjna Liebmanna. (Polish version / wersja polska)

Determination of electrostatic field distribution by using Liebmann relaxa-
tion method. (English version / wersja angielska)

Graphics. Mapping voltages to colours (colormaps)

Laplace equation 2D (XY). (Cartesian coordinates). Relaxation scheme
explained (5 - point star)

Laplace equation 2D (ZR). (Cylindrical coordinates). Relaxation scheme
explained (5 - point star)

Liebmann source sode. (ANSI C programming language)

2 Wersje tego dokumentu

o > w0 D

. version 1 -2023.11.03

version 2 - 2024.01.26
version 3 - 2024.05.24
version 4 - 2024.10.15
version 5 - 2024.12.12

version 6 - 2024.12.13

3 Spis symboli

* 9i+/— - gradient potecjatu w kierunku i (np. g1,— =

P; - i-ty wezet siatki
Vi - warto$¢ potencjatu elektrycznego w wezle P;. Jednostka: [V]
h - krok siatki (np. h,, - krok siatki w kierunku z. Jednostka: [mm|]

% . Jednostka:

A%
)
irow - INdeks wiersza w siatce. WartosSci: 4,0, = 1,2, .., size_row

icol - iIndex kolumny w siatce. Wartosci:f i.,; = 1,2, .., size_col
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4 Po co tyle wysitku?

4.1 O tym dokumencie

Sproébuje opisa¢ mojg prébe rozwigzania réwnania Laplace’a metoda relaksa-
cyjng Liebmanna. W wyprowadzaniach korzytatem z ksigzki Pierre-a Grivet-a
»Electron Optics”, 2nd. edition, Pergamon Press 1972 [1]. Jest kilka wydan tej
ksigzki (1965, 1972). Wydanie drugie (1972) zawiera opis metody relaksaciji,
kéra moze zosta¢ zastosowana na komputerach cyfowych (strona 38).

Do wyprowadzenia réwnania Laplace’a zastosowatem publikacje James R.
Nagel - [2]. https://my.ece.utah.edu/"ece6340/LECTURES/Febl/ (visited
2023-03-01).

Ponadto istnieje caty zbior literatury poswieconej optyce elektronowej i opty-
ce czagstek natadowanych (ang. electron optics, charged particle optics) np. Al-
bert Septier: ,Focusing of Charged Particles” [3] lub ,Applied Charged Particle
Optics” (part A). [4]. Nie korzystatem z tego za bardzo. W sumie na razie raczej
ograniczam sie do podstaw.

Natrafitem tez na publikacije D W O Heddle: ,Electrostatic Lens Systems”
[5]. Zawierata ona opis programu LENSYS. Nie korzystatem z tego oprogra-
mowania, ale przejrzenie ksigzki przeniosto mnie troche w swiat komputeréw
starszej ery i chyba troche pomogto z projektowaniu rysowania na ekranie ob-
razow piksel po pikslu.

Inna publikacjg ze starszych czas6w jest ksigzka Bohdana Paszkowskiego
,LOptyka Elektronowa” [6] (Istnieje tez wydanie angielskie: [7])). Jest tam m.in
krétkie naszkicowanie rozwigzywanie rownania Laplace’a metoda relaksacyjna
na kartce papieru (wsp6trzedne 2D X-Y).

4.2 Podziekowania

Chciatbym podziekowa¢ wielu osobom, ktére pomogty mi w tym przedsiewzie-
ciu.

Szczegdblnie prof. dr hab. Mieczystawowi Jatochowskiemu (promotorowi mo-
jej pracy magisterskiej), ktéry pozwolit korzystaé mi z komercyjnego oprogra-
mowania SIMION i MATLAB podczas pisania pracy magisterskiej z uktadow
elektronooptycznych na Uniwersytecie Marii Curie - Sktodowskiej w Lublinie w
2008 roku.

Chciatbym takze podziekowa¢ prof. Marcinowi Turkowi za za owocne pora-
dy na temat metod numeryczych.

Co wiecej, kolega Bartosz w 2012 r. wyjasnit mi og6ine problemy z wydaj-
noscig oprogramowania. On takze wnidst znaczacy wktad do idei oprogramo-
wania Liebmann (szczegélnie uzycie jezyka C).


https://my.ece.utah.edu/~ece6340/LECTURES/Feb1/
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4.3 Problem poznany w szkole sredniej

W szkole $redniej omawia sie czasem odchylanie toréw lotu czgstek natado-
wanych w polu elektrostatycznym i magnetycznym.

Znajduje to zastosowanie w réznych urzgdzeniach. Dawniej typowym przy-
ktadem byt kineskop w telewizorze, bgdZ monitorze komputerowym. Innym waz-
nym zastosowaniem byta lampa oscyloskopowa. W urzgdzeniach tych umiejet-
ne sterowanie torem lotu elektronéw pozwalato ,rysowac¢” na ekranie zadane
obrazy i wykresy.

Obecnie ruch czgstek natadowanych jest nadal wykorzystywany. Telewizory
i oscyloskopy co prawda przeszlty ewolucje, jednak niektére inne typy przyrza-
dow sg nadal wykorzystywane w nauce i technice. Spektrometry masowe, mi-
kroskopy elektronowe i akceleratory pozwalajg na prowadzenie unikalnych ba-
dan. W technice stosuje si¢ m.in spawarki elektronowe, implanatory jonéw. Co
ciekawe, takze przemyst pétprzewodnikowy korzysta z aparatury elektronoop-
tycznej. Aby wytwarzaé maski wykorzystywane w produkcji uktadéw scalonych
konieczne jest stosowanie litografii elektronowej. Aparatura ogniskujaca cienkie
wigzki jonowe pozwala na wytwarzanie unikalnych struktur materii. Mnogo$¢
rozwigzan jest imponujgca i w sumie wykracza poza moj zakres kompetenciji.

Co do mnie, postanowitem zrobi¢ i opisa¢ symulacje podstawowych urza-
dzen elektronowych.

Wracajac do lampy oscyloskopowej. Zrobitem prosty szkic.

4.4 Przykiad - lampa oscyloskopowa



« plamka

]

- —] ekran

pion poziom

wyrzutnia elektronowa ptytki odchylajace tor Iotu$

Rysunek 1: Lampa oscyloskopowa (schemat ideowy)
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Pole elektrostatyczne moze byé wykorzystane do przyspieszania czgstek
natadowanych lub zmiany toréw ich lotu. W lampie oscyloskopowej te dwa za-
stosowania moga zosta¢ zrealizowane dzieki polu elektrostatycznemu.

W lampie oscyloskopowej zrédiem elektrondw jest wyrzutnia elektronowa.
Wytwarza ona wigzke elektronowg. W oscyloskopowej wyrzutni elektronowe;j
elektrony moga by¢ emitowane przez katode (termoemisja elektronowa). Na-
stepnie elektrony sg ogniskowane przez elekirode zwang cylindrem Wehnelta.
Potem elektrony sg porzyspieszane w polu elektrycznym wytwarzanym przez
katode. Wyrzutnia elektronowa na og6t ma symetrie walcowg. Pole elektrosta-
tyczne o symetrii walcowej pozwala na odniskowanie wigzki czastek natadowa-
nych.

=======SZKIC - RYSUNEK WYRZUTNI ELEKTRONOWEJ =

Drugim zastosowaniem pola elekrostatycznego w oscyloskopie katodowym
jest odchylanie wiazki. Stuza do tego ptytki odchylajace. Pomiedzy ptytkami
odchylajacymi znajduje sie pole elektrostatyczne mogace mieé rozktad zblizony
do jednorodnego. Uwazg sie, ze jezeli ptytki sg umieszczone blisko siebie i
odlegtos¢ miedzy nimi jest znacznie mniejsza od dtugosci tych ptytek, to pole
elektrostatyczne pomiedzy ptytkami mozna uznac za jednorodne.

—======SZKIC - RYSUNEK PtYTEK ODCHYLAJACYCH ===============

Pojawiajg sie jednak pewne pytania. Jezeli konstruuje sie urzgdzenie wy-
korzystujace ruch czgstek natadowanych w polach elektrostatycznych, to zna-
jomos$¢ doktadnego rozktadu pola elektrostaycznego pozwolitaby na uzyskanie
np. lepszego dziatania telewizora i szeregu innych urzadzen o waznym znacz-
niu dla réznych obszaréw zycia.

4.5 Przykiad szkolny - plytki odchylajace

Naszkicuje prostszy problem - odchylanie toru elektronu pomiedzy ptytkami w
lampie oscyloskopowej. Problem ten jest omawiany np. w repetytorium matu-
ralnym z fizyki Blinowskiego i Tryskiego()

W prézni znajduje sie czastka czastka posiadajaca mase m oraz tadunek
elektryczny gq.

Czastka ta jest rozpedzana do predkosci v (predkos¢ jest wektorem i ma w
ogolnosci 3 sktadowe, w uktadzie kartezjanskim v, vy, vz).

Czastka wlatuje pomiedzy dwie natadowane ptaskoréwnolegte ptytki. Po-
miedzy ptytkami znajduje sie jednorodne pole elektrostatyczne. Pole elektro-
statyczne dziata na czgstke sitg prostoladtg do poczatkowego kierunku wlotu.
Powoduje to nadane czgstce dodatkowej predkosci w kierunku poprzecznym:
’Uy.

Ta predkos¢ ,poprzeczna” v, powoduje, ze tor lotu zostaje zakrzywiany.
Jezeli nasza czgstka wyleci z obszaru pola, to bedzie poruszata sie po lini
prostej, jednak tor bedzie zakrzywiony o pewien kat. W koncu czgstka uderzy
w ekran pokryty luminoforem i spowoduje emisje $wiatta (wywota Swiecenie
punktu na ekranie).
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Mozna powiedzie¢, ze im silniejsze pole odchylajgce i im dtuzej dziata na
czastke, tym odchylenie jest silniejsze.

W szkole $redniej uczy sie, ze jezeli ptytki odchylajgce sa blisko siebie (ich
dtugos¢ jest znacznie wieksza od odlegtosci pomiedzy nimi), to pole elektrosta-
tyczne mozna uznaé za jednorodne.

Poza ptytkami pole elekirostatyczne zanika. W obszarze blisko krawedzi
ptytek pole ulega ostabieniu. Wazne sg informacje ilosciowe - jaki jest prawdzi-
wy przebieg natezenia pola elektrostatycznego w okolicach krancéw ptytek?

Odpowiedz nie jest trywialna.

Na studiach specjalistycznych mozna dowiedzie¢ sie, ze rozktad pola elek-
trostatycznego mozna wyznaczy¢ dokfadniej przy pomocy réznych bardziej za-
awansowanych metod obliczeniowych. Generalnie wchodzimy na obszar ma-
tematyki wyzszej i nie sg to rzeczy proste.

Rozktad pola elektrostatycznego mozna wyznaczyé na rézne sposoby.

« Niektore rodzaje pol elektrostatycznych mozna wyznaczyé Scisle przy po-
mocy zaawansowanych metod matematycznych. W starszych ksigzkach
o optyce elektronowej znajdujg sie czasami rozwigzania pewnych rodza-
jow pola elektrostatycznego. Problem byt tez studionany przez matema-
tykéw. Matematycy réwniez pisali ksigzki o rozwigzywaniu takich zagad-
nien.

» Czasami rozkiady pola elektrostatycznego mozna wyznaczy¢ z pomo-
cg wzordéw przyblizonych. W literaturze poswiecone optyce elektronowe;
istnieja wzory pozwalajgce obliczy¢é wiasciwosci soczewek w oparciu o
,uproszczone” pola elektrostatyczne. Mozna zatozy¢ np, ze pole zmienia
sie liniowo i skomplikowg funkcje zastepujemy kilkoma liniami tamanymi.

* Istniejg metody ,analogowe”, wykorzystywane takze raczej w przesztosci.
Metoda wanny elektrolitycznej, metoda siatki oporowej, metoda membra-
ny gumowej. Wykorzystujg one analogie rozktadu pola elektrostatyczne-
go w prézni do rozktadu np. potencjatu pola enekirycznego w wannie
elektrolitycznej. Do takiej specjalnej wanny mozna zanurzy¢ metalowe
elektrody, ustali¢ ich napiecia i przy pomocy sondy badaé potencjat elek-
tryczny w obszarze pomiedzy elektrodami, punkt po punkcie.

* Istniejg tez ,0g6Iine” metody numeryczne, pozwalajgce na wyznaczanie
nawet mniej typowych rodzajéw po6l elektrostatycznych. Metody te sg
obecnie chetnie stosowane z powodu duzej dostepnosci szybkich kom-
puteréw cyfrowych. Metody te korzystajg z wielu zdobyczy matematyki.

W tym artykule bede prébowat opisa¢ ostatnia metode - wyznaczanie roz-
ktadu potencjatu pola elektrostatycznego metoda relaksacyjg. Spotkatem sie
z nazwg ,metoda relaksacyjna Liebmanna”, nazwana tak od nazwiska osoby,
ktéra po raz pierwszy zastosowata metode relaksacyjng w optyce elektrono-
wej.
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s 5 Roéwnanie Laplace’a

212 5.1 PO co rownanie Laplace’a?

2

s W moim przypadku mam wyznaczy¢ rozktad potencjatu pola elektrostatyczne-
s Qo w prozni. Modelowana przestrzen sktada sie z metalowych elektrod i prézni.
217 Nie ma dieletrykéw.

2

218 Elektrody metalowe moga mie¢ dowolny sztatt, wiec stosowanie prostych
219 symetrii nie zawsze jest mozliwe.

220 Konieczne jest zastosowanie bardziej ogélnego podejscia.

221 Aby wyznaczyé rozktad natezenia pola elektrostatycznego w takim przy-
222 padku nalezy rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe Laplace’a.

223 Ponizej podam jego wyprowadzenie.

224 Elektrodynamika klasyczna wykorzystuje rownania Maxwella. Prawa te moz-

225 na przedstawi¢ w dwéch postaciach.

226 * postaé rézniczkowa
227 * postac catkowa
228 Do opisu pola elektrostatycznego wykorzystamy prawo Gaussa. Do prze-

s ksztatcenia postaci catkowej w rézniczkowag postuzy prawo Ostrogradskiego -
230 Gaussa.

2,

N

21 5.2 Prawo Gaussa w ujeciu catkowym

232 Uwaga. Tutaj V oznacza objetosc¢.

2 Tre$¢ prawa Gaussa w ujeciu catkowym.

w
@

N
234 Strumien natezenia pola elektrycznego D przenikajacy przez zamknietg
235 powierzchnie S, ograniczajacg obszar o objetosci V jest réwny catkowitemu
23 tadunkowi elektrycznemu () zawartemu w tej objetosci.

— —
<I>D_7£D(?)~dS_Q (5.1)
237 tadunek elektryczny w objeto$¢ V jest opisany zaleznoscia:
/ PV = Q (5.2)
v T
238 Tzn. catka z gestosci tadunku elektrycznego po objetosci V jest réwna cat-

239 kowitemu fadunkowi elektrycznemu znajdujgcemu sie w tej objetosci V.
240 Opracowano na podstawie Wikipedii [8] (dostep 2024.07.19).
241 Pomiedzy indukcjg pola elektrycznego a indukcja pola elektryczego zacho-
242 dzi zwigzek:
-
D

=€

%
@ = €nE (5.3)

(o]
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Dla osrodka izotropowego zachodzi zwigzek:

6(?) = GOET(7) (54)

Opracowano na podstawie: Nagel 2012 [2]

5.3 Twierdzenie Ostrogradskiego - Gaussa

Twierdzenie Ostrogradskiego - Gaussa
Twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa umozliwia zamiane catki powierzch-
niowej na objetosciowa (potréjnag) i na odwrdét. Twierdzenie Ostrogradskiego -

Gaussa ma postac.
— — —
D, -dS = V:-D- |dV (5.5)
L () v (r)

5.4 Dywergencja

Mozna to zapisac przy pomocy operatora dywergenciji:

— =

div-D=V-D (5.6)

Opracowano na podstawie Wikipedii: [9] oraz [10].

5.5 Zwiazki pomiedzy indukcja pola elektrycznego na natezeniem
pola elektrycznego

(5.7)
€7) = €06, (5.8)

5.6 Gradient

Natezenie pola elektrostatycznego mozna przedstawié jako gradient potencjatu
pola elektrostatycznego (tutaj V' oznacza potencjat pola elektrostatycznego):

=-VV- (5.9)



s 5.7 Prawo Gaussa w ujeciu rézniczkowym

259 Przypomnijmy twierdzenie Ostragradskiego - Gaussa:

— — —
D--dS= /| (V-D- |dV (5.10)
() . (7)

260 Obie catki sg réwne catkowitemu tadunkowi () wewnatrz opisywanej obje-

261 tosci (V), jak zostato opisane poprzednio:

]

/ p(?)dv =Q (5.11)
%
262 Zatem mozna napisaé, ze
N
% (r v
263 Poréwnajmy te catki po objetosci. Skoro te catki sg rowne, to wyrazenia

264 podcatkowe rowniez sg sobie rowne. OtrzymaliSmy zwigzek:

=P (5:13)

»s 5.8 RoOwanie Poissona

266 Aby otrzymac réwnanie Poissona i Laplace’a musimy jeszcze przedstawi¢ wek-
—

267 tor indukcji pola elektrostatycznego D,—, przez gradient potecjatu elektrosta-

()
268 tycznego (V).
*)
E(7) = —VV(?) (5.14)
269 Po wstawieniu otrzymujemy:
V-(e ﬁvvﬁ):—p(?) (5.15)
r(r) " (r) €0 '
270 Dla osrodka izotropowego dielektrycznie zachodzi zaleznosc.
€7) = €oer (5.16)
271 Otrzymujemy réwnanie Poissona w najbardziej typowej postaci:
P
V2V, = —— (5.17)
(r) €Q€Er
272 Opracowano na podstawie: Nagel 2012 [2]

10
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5.9 Rowanie Laplace’a

Rownanie Laplace’a jest szczeg6lnym przypadkiem réwnania Poissona. Jest
stuszne, kiedy w danym punkcie przestrzeni nie ma tadunku elektrycznego,
badz mozna go zaniedbaé. Przyktadem moze by¢ préznia i metalowe elektrody
wytwarzajgce pole. Zostanie to potem pokazane w przyktadach praktycznych.

Jezeli w réwnaniu Poissona zaniedbamy gesto$¢ tadunku elektrycznego
(p(7) = 0), wowczas otrzymujemy réwnanie Laplace’a:

v2v(?) =0 (5.18)

Roéwnanie Laplace’a w kartezjanskim uktadzie spétrzednych 2D (X-Y) ma
postac:
2 2
5'Ww@>+_3‘4aw
Ox2 Oy?
Opisuje ono potencjat pola elektrostatycznego V. ,. Takie rbwnanie bedzie-
my rozwazali w dalszej czesci publikacji.
Réwnanie Laplace’a mozna wyrazi¢ takze w innych ukfadach wspétrzed-
nych, ale ma ono wtedy inng postac.
Roéwnanie Laplace’a w kartezjanskim uktadzie spétrzednych 3D (X-Y-Z) ma
postac:

=0 (5.19)

82‘/v(m7y?z) + 82‘/7(1-7?;’2) + 82‘/v(x7y7z)
Ox? Oy? 022
Z kolei réwnanie Laplace’a dla wspétrzednych walcowych o symetrii obro-
towej 2D (Z-R) (np. elektrody cylindryczne) ma postac:

=0 (5.20)

aQVzr 18Vzr 82Vz7"
), 10V | Ve
022 r Or or2

=0 (5.21)

Zagadnienie to bedzie by¢ moze omawiane w innej publikacii.

11
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6 Idea siatki numerycznej

Wyobrazmy sobie, ze chcemy wyznczyé pole elektrostatyczne pomiedzy dwie-
ma ptytkami metalowymi w prézni.

Mamy problem elektrostatyczny do rozwigzania - 2 ptytki ptaskoréwnogte w
prozni. Potencjaty ptytek = +1.0 [V] i -1.0[V].

y A
Ymax 4
vacuum
plate 1 plate 2
Ymin -+
|
Tmin Tmax

Rysunek 2: Problem elektrostatyczny - 2 ptytki ptaskoréwnolegte w prézni

Rozwazamy przestrzen 2D (wspétrzedne X-Y). Modelowany obszar ma wspét-
rzedne x i y w zakresach [Zmin..Tmaz] OrAZ [Ymin---Ymaz]-

Idea siatki numerycznej polega na przyblizeniu przestrzeni ciggtej (ktéra za-
wiera teoretycznie nieskonczenie wiele punktéw) jak gdyby przyblizong tablicg
2D przechowujaca wartosci potencjatéw w swoich komérkach. U mnie siatka
jest prostokatna, przechowuje skonczong liczbe punktéw (10 rzedéw i 8 ko-
lumn).
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Rysunek 3: Rozmieszczenie elektrod dla problemu dwéch ptytek w prézni na
siatce numerycznej XY typu D

Kropki wypetnione to elektrody, okregi niewypetnione to proznia.
Jezeli dany punkt siatki nalezy do metalowej elektrody, to:

« warunek ograniczajacy - punkt moze naleze¢ do elektrody o danym nu-
merze

* potencjat elektrostatyczny takiego punktu jest zadany i nie ulega zmianie
podczas obliczen

Jezeli dany punkt siatki nalezy do prézni, to:

+ warunek ograniczajacy - punkt nalezy do prézni (préznia jest sygnalizo-
wana numerem zero).

* potencjat elektrostatyczny takiego punktu musi zosta¢ wyznaczonny w
oparciu o rozktad potencjatéw elektrod.

Do przechowywania tych danych trzeba dwéch siatek: V i Bnd.

13



3

s 7 Siatka numeryczna XY typu D

sie  Ustawiamy warunki ograniczjace dla tego problemu.

317 Na siatce zawierajgcej warunki brzegowe (ograniczajgce) wpisujemy nume-
sis  ry elektrod. Zera to préznia. Sg 2 plytki, wiec te elektrody ponumerujemy: 1 i
319 2.

320 To jest pierwsza siatka typu Bnd (ang. boundaries).

Z’I"O'IU

101 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6 T8 e

Rysunek 4: Warunki oraniczajgce dla problemu dwdéch ptytek w proézni na siatce
przechowujgcej warunki brzegowe (ptr_Bnd)

321 Gdzie poszczegblne rodzaje weztdw oznaczaja:

s22 0 - prdznia
23 1 - elektroda rodzaju 1
324 2 - elektroda rodzaju 2

325 Teraz ustawiamy potencjaty dla poszczegoinych weztéw: To jest druga siat-
s ka V (potencjat).

3!

N
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8 0.0 { 0.0 |+1.0| 00| 0.0 |-1.0| 0.0 | 0.0

7001 00 |+10| 00| 00 |-1.0| 0.0 | 0.0

6 | 00| 0.0 |+1.0| 00| 0.0 |-1.0| 0.0 | 0.0

5] 001 00 |+10| 00| 00 |-1.0| 0.0 | 0.0
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Rysunek 5: Wartosci poczatkowe potencjatu pola elektrostatycznego V/, . na
siatce XY typu D (ptr_V)

Punkty reprezentujace prdznie zostaty ustawione na zero woltéw. General-
nie powinna to by¢ warto$¢ pomiedzy najnizszym a najwyzszym potencjatem
elektrod. Skoro elektrody majg +/ — 1.0V, to préznie ustawiono na zero.

Isnieje analogia pomigedzy rozktadem potencjatu 2D (XY) a powierzchnig
membrany gumowe;j [6]. Potencjat w prézni stara sie przyjaé wartosci posred-
nie.

8 Metoda relaksaciji

Mamy wigc ustawiony problem do rozwigzania. Metoda relaksacji zostata na-
szkicowana w ksigzkach o optyce elektronowej, np. Pierre Grivet, ,Electron
Optics”, 2nd edition, Pergamon Press 1938, (strona 38).

Klasyczna metoda relaksacyjna jest nazywana metodg relaksacyjng Lieb-
manna (Paszkowski [6]). Polega ona na wykonywaniu na wszystkich komor-
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340

341
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344

3

'

5

346

3

5
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348

kach procedury relaksaciji.

Musimy przejrze¢ wszystkie komérki siatki. Jezeli dany punkt jest préznia,
wowczas wykonujemy procedure relaksacji i badamy, o ile zmienita sie nowa
wartos¢ potencjatu w stosunku do starej. Jezeli wykonujemy procedury relak-
sacji na tablicy i juz prawie nic sie nie zmienia, wéwczas przerywamy obliczenia
i mozemy ogtosic sukces, bo udato sie wyznaczy¢ rozkiad potencjatu pola elek-

trostatycznego.
Podam ponizej najmniejszg mozliwg siatke numeryczng. Nazwatem jg siat-
ka typu D.
A
y irow
Pr Py Py
Ymaz 1 3 @ @ ®
Py Ps P
T+ 2 ® L 4 L J
h
P Py Py
Ymin 4+ 1 @ @ @
1 2 3 ieol
Lmin Tmaz T

Rysunek 6: Siatka XY typu D

Cecha siatki typu D jest identyczna odlegto$¢é pomiedzy weztami w pionie i
a0 poziomie (skok siatki h, = h, = h) oraz brak gradientu pola elektrostatycznego
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poza siatka.
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384

Siatka ma 9 rodzajéw wezow:

* P - wezet w lewym dolnym rogu siatki

+ P, - wezet na dolnej krawedzi siatki

« P; - wezet w prawym dolnym rogu siatki
» P, - wezetl na lewej krawedzi siatk

+ P5 - wezet wewnatrz siatki

» Ps - wezet na prawej krawedzi siatki

» P7 - wezet w lewym gérnym rogu siatki
» P; - wezet na gornej krawedzi siatki

» Py - wezet w prawym gérnym rogu siatki

Teoretycznie takg siatke 2D X-Y mozna narysowac na papierze i wykony-
wacé rachunki recznie. Tak robiono w przesztosci. Matematycy wiozyli wiele wy-
sitku w te metody. Mozliwe jest teoretycznie wykorzystanie arkusza kalkulacyj-
nego, jezeli pozwala on na tworzenie algorytméw dziatajgcych na takiej siatce.
W praktyce wykorzystuje sie srodowiska obliczeniowe bardziej wyspecjalizo-
wane w przechowywaniu tablic. Tradycyjnie mogg to by¢ jezyki kompilowane
zoptymalizowane do obliczen numerycznych typu Fortran, C, C++, Pascal albo
Srodowiska do obliczen na macierzach w typu MATALB, GNU Octave, Scilab.
Zdecydowatem sie na jezyk ANSI C.

Metoda relaksacyjna jest metoda kolejnych przyblizen. Polega ona na wy-
konaniu kolejnych iteracji. Podczas iteracji wykonujemy procedure relaksacyj-
ng dla wszystkich punktéw siatki, ktore reprezentujg préznie. Jezeli dany punkt
siatki jest oznaczony jako nalezgcy do elektrody, to zachowuje on ustalony po-
tencjat.

Podczas wykonywania procedury relaksacji badamy, o ile zmienia sie roz-
iwigzanie. Jezeli kolejne refreny juz prawie nic nie zmieniajg, wéwczas przery-
wany obliczenia.

Procedura relaksaciji dla catej siatki w oprogramowaniu Liebmann wyrazona
w pseudokodzie ma postaé:

» wykonaj procedure relaksacji dla wezta P;

» wykonaj w petli procedure relaksacji dla weztéw P» (dolna krawedz)
» wykonaj procedure relaksacji dla wezta Ps

» wykonaj w petli dla wierszy od drugiego do przedostatniego:

— wykonaj procedure relaksacji dla wezta Py (lewa krawedz))
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— wykonaj w petli dla kolumn od drugiej do przedostatniej P5 (wnetrze
siatki)
— wykonaj procedure relaksacji dla wezta Py (prawa krawedz)

* wykonaj procedure relaksacji dla wezta Py
» wykonaj w petli procedure relaksacji dla weztéw Pg (g6érna krawedz)

» wykonaj procedure relaksacii dla wezta Py

W ogélnosci sposoby trawersowania siatki moga by¢ r6zne. Czasem nawet
na ukos.

Procedury relaksacji dla siatki XY typu D zostaty wyprowadzone w mojej
publikacj[11]i (mam nadzieje, ze prawidtowo). Sg one oznaczone: xyLV_RELAX5_P1_D
- xyLV_RELAX5_P9O_D

W procedurze dla wezta P; wezet P jest jego prawym sgsiadem, Py je-
go gornym sagsiadem. W prodedurze dla weztg P, wezet P, jest jego lewym
sgsiadem , wezet Ps jest jego prawym sasiadem a wezet Ps jest jego gérnym
sgsiadem.

W skrocie procedury relaksacji dla siatki 2D XY typu D majg posta¢ (metoda
5-cio punktowa):

Vi = gt
. Vy = V1+\§3+V5
vy = gt

e V= V1+‘§5+V7

. Vs = V2+WZV6+V8
« Vo= V3+\:/35+V9
vy = g

. V= V5+\§7+V9

_ Ve+Vs
.VQ_%

Podczas trawersowania siatki badamy, o ile zmienia sie nowa warto$¢ w
stosunku do dotychczasowej. Po trawersowaniu cafej siatki sprawdzamy, jaka
jest najwieksza zmiana potencjatu wezta. Jezeli juz prawie nic sie nie zmienia
(najwieksza zmiana potencjatu wezta jest mniejsza od parametru eps, wowczas
mozemy zakonczy¢ obliczenia.

Teraz ustawiamy potencjaty dla poszczegélnych weztéw:
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Rysunek 7: Wartosci poczatkowe potencjatu pola elektrostatycznego V/, . na
siatce XY typu D (ptr_V)

Podczas rozwigzywania problemy potecjaly elektrod nie beda sie zmieniaty.
Szukamy rozktadu potecjatu dla punktéw reprezentujgcych préznie.

Metoda relaksacyjna jest metoda ,kolejnych przyblizen”. Wykonywanie jej
polega na kolejnych iteracjach. Podczas kazdej iteracji wykonuje sie procedeu-
re relaksacyjng dla kazdego z weztéw.

9 Nazewnictwo w oprogramowaniu Liebmann

W oprogramowaniu Liebmann siatka numeryczna jest przedstawiona w postaci
tablicy reprezentowanej przez blok pamieci alokowany dynamicznie na stercie.
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Rysunek 8: Indeksy na siatce XY typu D (ANSI C)

rozmiar siatki (liczba wierszy i kolumn):

size_row == 10
size_col == 8

Uwaga - indeksy i rozmiary sg liczone od 1 (wewnatrz algorytméw ANSI C
jest to zmieniane). Uznatem, ze wazniejsza jest przejrzystos¢ przy rysowaniu
tablic np. na papierze.

Znajac indeks rzedu i indeksu kolumny, mozemy wyznaczy¢ indeks danego
punktu siatki (icp - ,index of cenral point”)

icp = (i_row - 1) * size_col + i_col - 1

gdzie:
i_row == 1, 2, .., size_row
i_col == 1, 2, .., size_col
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437 Przyktadowo, chcemy ustawi¢ potencjat o indeksie icp, do wartoséi 1.0 [V],
138  mozemy uzyC notacji wskaznikowej:

439 1_row = 3

40 i_col = 4

a1 icp = (i_row - 1) #* size_col + i_col - 1

442

a3 /*== doublex ptr_V jest wskaZnikiem do siatki przechowujacej potencjaty == %/
444

a5 *(ptr_V + icp) = +1.0;
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